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Introducción

Operador de Schrödinger sobre Rn, con n ≥ 3

L = −∆ + V

RHq0 :

(
1
|B|

∫
B

V (y)q0dy
) 1

q 0

≤ C
|B|

∫
B

V (y)dy ,

para toda B ⊂ Rn y algún q0 >
n
2 .
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Introducción

I Semigrupo de difusión del calor generado por L:
e−tL, con núcleo kt(x , y).

I Potencias negativas (Integral fraccionaria):

Iαf (x) = L−
α
2 f (x) =

∫ ∞
0

e−tLf (x)t
α
2

dt
t

=

∫
Rn

(∫ ∞
0

kt(x , y)t
α
2

dt
t

)
f (y)dy

=

∫
Rn
Kα(x , y)f (y)dy , 0 < α < n
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Introducción

Para alguna función b, f ∈ L∞c (Rn)
Conmutador de la Integral Fraccionaria Schrödinger;

Iα,bf (x) = b(x)Iα(f )(x)− Iα(bf )(x)

=

∫
Rn

(b(x)− b(y))Kα(x , y)f (y)dy
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Objetivo

Objetivo

Encontrar condiciones suficientes sobre la función b, y
pares de pesos µ, ν que garanticen;

I Para 1 < p ≤ q <∞, Iα,b : Lp(Rn, ν)→ Lq(Rn, µ).
I Para p = 1, Iα,b verifique en Rn una desigualdad

modular de tipo débil L log L.
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Historia Clásica

Para el caso clásico V = 0:

Iα,b(f )(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y))
f (y)

|x − y |n−α
dy .
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Para el caso clásico V = 0:

Iα,b(f )(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y))
f (y)

|x − y |n−α
dy .

Sin pesos
Chanillo(1982):
0 < α < n,1 < p < n

α
, 1

q = 1
p −

α
n , b ∈ BMO(Rn)

Iα,b : Lp → Lq
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Historia Clásica

Para el caso clásico V = 0:

Iα,b(f )(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y))
f (y)

|x − y |n−α
dy .

Sin pesos
Chanillo(1982):
0 < α < n,1 < p < n

α
, 1

q = 1
p −

α
n , b ∈ BMO(Rn)

Iα,b : Lp → Lq

BMO(Rn) =

{
b ∈ L1

loc(Rn) : sup
B⊂Rn

1
|B|

∫
B
|f (x)− fB|dx <∞

}



Desigualdades con dos pesos para el conmutador de la Integral Fraccionaria asociada al operador de Schrödinger

Historia Clásica

Para el caso clásico V = 0:

Iα,b(f )(x) =

∫
Rn

(b(x)− b(y))
f (y)

|x − y |n−α
dy .

Sin pesos
Chanillo(1982):
0 < α < n,1 < p < n

α
, 1

q = 1
p −

α
n , b ∈ BMO(Rn)

Iα,b : Lp → Lq

Iα,b no es del tipo débil (1, n
n−α) para b ∈ BMO(Rn).

Para n = 1,0 < α < 1, b(x) = log |1 + x | ∈ BMO(R), f = δ,
la función Delta de Dirac sobre R en el origen.
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Historia Clásica

Ding Yong - Lu Shanzhen - Zhang Pu (2001); D.Cruz
Uribe y A. Fiorenza (2003):
Por diferentes métodos que Iα,b verifica una desigualdad
tipo débil L log L;

Sea b ∈ BMO(Rn),0 < α < n, B(t) = t log(e + t),
ψ(t) =

[
t log(e + t

α
n )
] n

n−α entonces

|{|Iα,bf (x)| > t}| . ψ

(∫
Rn

B
(
‖b‖BMO|f |

t

))
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Historia Clásica

Con Pesos
Cruz Uribe et al (2003-2006-2015):
0 < α < n,1 < p < n

α
, 1

q = 1
p −

α
n , b ∈ BMO,

(wq,w−p′) ∈ Aα
p,q;

Iα,b : Lp(wp)→ Lq(wq);
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Historia Clásica

Con Pesos
Cruz Uribe et al (2003-2006-2015):
0 < α < n,1 < p < n

α
, 1

q = 1
p −

α
n , b ∈ BMO,

(wq,w−p′) ∈ Aα
p,q;

Iα,b : Lp(wp)→ Lq(wq);

Aα
p,q :

1

|B|(1−α
n )p

µ(B)
p
q ν−

1
p−1 (B)p−1 ≤ C

para toda B ∈ Rn.
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Historia Clásica

Con Pesos
Cruz Uribe et al (2003-2006-2015):
0 < α < n,1 < p < n

α
, 1

q = 1
p −

α
n , b ∈ BMO,

(wq,w−p′) ∈ Aα
p,q;

Iα,b : Lp(wp)→ Lq(wq);

Aα
p,q :

1

|B|(1−α
n )p

µ(B)
p
q ν−

1
p−1 (B)p−1 ≤ C

para toda B ∈ Rn. Para µ = wq, ν = wp, 1
q = 1

p −
α
n(

wq(B)

|B|

) 1
q
(

w−p′(B)

|B|

) 1
p′

≤ C

para toda B ∈ Rn. Clase Ap,q.
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Historia Clásica

D.Cruz Uribe - A.Fiorenza (2003).
Conjetura inicial para p = 1:

w
({
|Iα,bf (x)| > t

})
. ψ

(∫
Rn

B
(
‖b‖BMO|f |

t

)
w

1
q

)
donde w ∈ A1; q = n

n−α .
w ∈ A1 : w(B)

|B| sup
B

w−1 ≤ C, ∀B ⊂ Rn.
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Historia Clásica

D.Cruz Uribe - A.Fiorenza (2003).
Conjetura inicial para p = 1:

(((((((((((((((((((((((((((

w ({|Iα,bf (x)| > t}) . ψ

(∫
Rn

B
(
‖b‖BMO|f |

t

)
w

1
q

)
donde w ∈ A1; q = n

n−α .
w ∈ A1 : w(B)

|B| sup
B

w−1 ≤ C, ∀B ⊂ Rn.
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Historia Clásica

D.Cruz Uribe - A.Fiorenza (2007):
B, ψ como antes θ(t) = t1−α

n log(e + t−
α
n ) = tB(t−

α
n ),

b ∈ BMO(Rn), w ∈ A1 luego:

w
({
|Iα,bf (x)| > t

})
. ψ

(∫
Rn

B
(
‖b‖BMO|f |

t

)
θ(w)

)
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Contexto Schrödinger

L = −∆ + V .

Localización: radio crı́tico

ρ(x) = sup{r > 0 :
1

r n−2

∫
B(x ,r)

V ≤ 1}, x ∈ Rn

Z.Shen (1995); 0 < ρ(x) <∞, para toda x ∈ Rn.

Bola crı́tica: B(x , ρ(x)).
Bola subcrı́tica: B(x , r), r ≤ ρ(x).
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Contexto Schrödinger

K.Kurata (2000):

Dado N > 0, existe una constante CN :

kt(x , y) ≤ CN t−n/2e
−|x−y|2

5t

(
1 +

√
t

ρ(x)
+

√
t

ρ(y)

)−N
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Contexto Schrödinger

K.Kurata (2000):

Dado N > 0, existe una constante CN :

kt(x , y) ≤ CN t−n/2e
−|x−y|2

5t

(
1 +

√
t

ρ(x)
+

√
t

ρ(y)

)−N

Kα(x , y) ≤ C
|x − y |n−α

.
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Contexto Schrödinger

Definición
Bongioanni, Harboure, Salinas(2011):
Sea θ ≥ 0,

BMOθ(ρ) =

{
b ∈ L1

loc : sup
B

1
Ψ(B)θ|B|

∫
B
|b(x)− bB|dx <∞

}
Ψ(B) =

(
1 + r

ρ(x)

)
; B = B(x , r).

BMO∞(ρ) =
⋃
θ≥0

BMOθ(ρ)

BMO ( BMO∞(ρ).
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Contexto Schrödinger

Definición
Clases de pesos asociados a ρ.
Bongioanni, Harboure, Salinas (2011),
Sea θ ≥ 0; w ∈ Aρ,θ

p ∀B ⊂ Rn,

w(B)

|B|
sup

B
w−1 ≤ CΨ(B)θ; p = 1.

(
w(B)

|B|

) 1
p

(
w−

1
p−1

|B|

) 1
p′

≤ CΨ(B)θ; p > 1.

Aρ,∞
p =

⋃
θ≥0

Aρ,θ
p . Aρ,∞

∞ =
⋃

p≥1 Aρ,∞
p , Aρ,loc

∞ =
⋃

p≥1 Aρ,loc
p
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Contexto Schrödinger

Definición
Clases de pesos asociados a ρ.
Sean 1 ≤ p,q <∞, θ ≥ 0. w ∈ Aρ,θ

p,q :

(∫
B w(y)qdy
|B|

) 1
q
(∫

B w(y)−p′

|B|

) 1
p′

≤ CΨ(B)θ; p > 1.

(∫
B w(y)qdy
|B|

) 1
q

sup
B

w−1 ≤ CΨ(B)θ; p = 1.

Aρ,∞
p,q =

⋃
θ≥0

Aρ,θ
p,q.

I Ap,q ( Aρ,∞
p,q .

I w ∈ Aρ,θ
p,q ⇐⇒ wq ∈ Aρ,∞

1+ q
p′

.
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Pares de pesos

Definición
Clases de pares de pesos asociados a ρ
Sean 0 < α < n, 1 ≤ p ≤ q <∞, θ ≥ 0.
(µ, ν) ∈ Aα,ρ,θ

p,q ;(
1

|B|1−α/n

)p

µ(B)
p
q ν

−1
p−1 (B)p−1 ≤ CΨ(B)θ; p > 1.

µ(B)
1
q

|B|1−α
n

sup
B
ν−1;≤ CΨ(B)θ; p = 1.

para toda B = B(x , r) ∈ Rn, Ψ(B)
.

= (1 + r
ρ(x)

).
Definimos: Aα,ρ,∞

p,q = ∪
θ≥0

Aα,ρ,θ
p,q
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Nuestro Primer Resultado.....

Teorema
Sea 0 < α < n, 1 ≤ p ≤ q <∞; (µ, ν), par de pesos
µ ∈ Aρ,loc

∞ , (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞
p,q

1. Si 1 < p ≤ q <∞, teniendo además que
σ = ν−

1
p−1 ∈ Aρ,loc

∞ , se tiene que Iα : Lp(ν)→ Lq(µ).
2. Si 1 ≤ p ≤ q <∞, entonces:Iα : Lp(ν)→ Lq,∞(µ).
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Uno de los Objetivos...

Desigualdades con dos pesos para Iα,b para
1 < p ≤ q <∞
Sean 0 < α < n, b ∈ BMO∞(ρ),
(µ, ν) par de pesos µ ∈ Aρ,loc

∞ , (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞
p,q ;

σ = ν−
1

p−1 ∈ Aρ,∞
∞ ;(∫

Rn
|Iα,bf (x)|qµ(x)

) 1
q

. ‖b‖BMO(ρ)

(∫
Rn
|f (x)|pν(x)

) 1
p
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Problema

Para el caso lı́mite p = 1 con la metodologı́a usada hasta
el momento no salı́an resultados de acotación.....
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Para el caso lı́mite p = 1 con la metodologı́a usada hasta
el momento no salı́an resultados de acotación.....
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Historia Schrödinger

Lin Tang (2015)
Desigualdades con un peso para Iα,b.

I Sean 0 < α < n, 1 < p < n
α
, 1

q = 1
p −

α
n ,b ∈ BMO∞(ρ).

w ∈ Aρ,∞
p,q :(∫

Rn
|Iα,bf (x)|qw(x)q

) 1
q

. ‖b‖BMO∞(ρ)

(∫
Rn
|f (x)|pw(x)p

) 1
p

I Sean 0 < α < n, B(t) = t log(e + t), b ∈ BMOρ
∞;

w ∈ Aρ,∞
1 ;

w
({

x ∈ Rn : |Iα,bf (x)| > t
})
≤ CB(B(‖b‖BMOρ

∞))

ψ

(∫
Rn

B
(
|f (x)|

t

)
θ((w(x)))dx

)
.

para toda t > 0.
ψ(t) =

[
t log(e + t

α
n )
] n

n−α , θ(t) = t1−α
n log(e + t−

α
n ).
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Resultado Principal

Teorema
Desigualdades con dos pesos para Iα,b.
Sean 0 < α < n, 1 ≤ p ≤ q <∞, b ∈ BMO∞(ρ),
(µ, ν) par de pesos µ ∈ Aρ,loc

∞ , (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞
p,q ;

I Si p > 1, σ = ν−
1

p−1 ∈ Aρ,∞
∞ ;(∫

Rn
|Iα,bf (x)|qµ(x)

) 1
q

. ‖b‖BMO(ρ)

(∫
Rn
|f (x)|pν(x)

) 1
p

I Si p = 1, B(t) = t log(e + t), Φ0(t) = t
log(e+t)

∼= B−1(t);

µ ({|Iα,bf (x)| ≥ t})
1
q ≤ CB(B(‖b‖BMOρ

∞))

B
(∫

Rn
B
(
|f |
t

)
hΦ0(ν)

)
.
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Resultado Principal

Definición
Sea B una función de Young, se define la función hB por:

hB(s) = sup
t>0

B(st)

B(t)
; 0 ≤ s <∞.

B(t) = t log(e + t) submultiplicativa =⇒ hB
∼= B.
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Herramientas Claves

Herramienta Principal: Desigualdad de tipo
Fefferman-Stein

Operador Maximal Schrödinger;

Mη(f )(x)
.

= sup
x∈B

1
Ψ(B)η|B|

∫
B
|f (y)|dy

Operador Maximal Sharp Schrödinger;

M]
η(f )(x)

.
= sup

x∈B(x0,r);r<ρ(x0)

1
|B|

∫
B
|f (y)− fB|dy

+ sup
x∈B(x0,r);r≥ρ(x0)

1
Ψ(B)η|B|

∫
B
|f (y)|dy

Para 0 < δ < 1;Mδ,ηf =Mη(|f |δ) 1
δ ; M]

δ,ηf =M]
η(|f |δ) 1

δ
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Herramientas Claves

I Desigualdad de Fefferman-Stein.
Sean 0 < q, η <∞; 0 < δ < 1, µ ∈ Aρ,loc

∞ ,
φ : (0,∞)→ (0,∞) creciente y duplicante;∫

Rn
|Mδ,η(f )(x)|qµ(x)dx ≤ C

∫
Rn
|M]

η(f )(x)|qµ(x)dx ;

∀f ∈ L1
loc(Rn).

sup
λ>0

φ(λ)µ ({Mδ,ηf > λ}) ≤ Csup
λ>0

φ(λ)µ
({
M]

δ,ηf > λ
})

;

∀f ∈ L1
loc(Rn).
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Herramientas Claves

I Lin Tang(2015):
b ∈ BMO∞(ρ), 0 < α < n, η grande
2δ < ε < 1

M]
δ,η(Iα,bf )(x) ≤ C‖b‖BMOρ

∞

(
Mε,η(Iαf )(x) +ML log L,α,η(f )(x)

)
ML log L,α,η(f )(x) = sup

x∈B
Ψ(B)−η|B|

α
n ‖f‖L log L,B

I Sean 0 < η <∞, 0 < δ < 1

M]
ε,η(Iαf )(x) ≤ CML log L,α,ηf (x) c.t .x ∈ Rn
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Esquema de la Prueba

I 1 < p ≤ q <∞;∫
Rn
|Iα,bf |q µ . C‖b‖BMOθ(ρ)

∫
Rn

(ML log L,α,ηf )q µ

Teorema
Desigualdad con dos pesos paraML log L,α,η.
Sea 0 ≤ α < n, η grande, 1 < p ≤ q <∞.
Sea (µ, ν) un par de pesos con σ = ν−

1
p−1 ∈ Aρ,∞

∞ .
Son equivalentes;

‖ML log L,α,η(f )‖Lq(µ) ≤ C‖f‖Lp(ν)∀f ∈ Lp(ν);

(µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞
p,q
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Esquema de la Prueba

I Para p = 1; por homogeneidad para t = 1

µ ({|Iα,bf (x)| > 1})
1
q

≤ Csup
t>0

φ(t)µ

({
ML log L,α,ηf (x) >

t
C‖b‖BMOθ(ρ)

}) 1
q

.



Desigualdades con dos pesos para el conmutador de la Integral Fraccionaria asociada al operador de Schrödinger

Esquema de la Prueba

Teorema
Desigualdad Modular tipo débil con dos pesos para
ML log L,α,η.
Dado α, 0 ≤ α < n, 1 ≤ q <∞;
B(t) = t log(e + t) Φ0(t) = t

log(e+t) (∼= B−1).
Luego si (µ, ν) ∈ Aα,ρ,∞

1,q , η grande para toda t > 0

µ ({ML log L,α,ηf (x) > t})
1
q ≤ CB

(∫
Rn

B
(

f
t

)
hΦ0(ν)

)
.
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Muchas Gracias!!
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